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Opgave 1. Vi betragter fjerdegradspolynomiet P : C — C, som er givet
ved forskriften

VzeC:P(z)=z2"+42° +82° + 82 + 4.
Desuden betragter vi differentialligningerne

d*z d>x d*x dj

(%) dt4+ dt3+8dt2+8dt+ x =0,
0g
d*x A3z d%x dx
— U 44— 48— 4+ 8 4 Ax = 50e! + 417 + 24t + 44.
(%) o + e —0—8dt2 +8dt +4x = 50e” + 4t + 24¢ +
(1) Vis, at

Vz2eC:P(z)=(2"+2z+2)>

Bestem dernaest samtlige rgdder i polynomiet P, og angiv deres multi-
pliciteter.

Lgsning. Ved almindelig udgangning af parenteser far man resultatet
Vz€C:P(2)=2"+42°+82+82+4= (2 +22+2)%

Idet

—2++4-8

—2 =

sa polynomiet P har rgdderne z; = —1 + i og 20 = —1 — i, der begge
har multipliciteten 2.

P 4+2:242=0s 2= z=—-1=%1,



(2)

Bestem den fuldstaendige lgsning til differentialligningen (%), og afger
om denne differentialligning er globalt asymptotisk stabil.

Lgsning. Vi ser straks, at
T =cre fcost + cpe tsint + cste F cost + cute 'sint,

hvor ¢, ¢, c3,¢4 € R.

Da realdelen for de karakteristiske rodder er —1, er differentialligningen
(x) globalt asymptotisk stabil.

Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningen ().

Lgsning. Vi gatter forst pa en lgsning af formen 7, = ke!, og ved
indsaettelse finder vi, at & = 2. Dernaest geetter vi pa en lgsning af
formen 2o = At*+ Bt+C. Idet 2, = 2At+ B, 35 = 2A og 3 = 24" =0,
finder vi, at

4A* + (16A+ 4B)t + (16A + 8B +4C) = 4* + 24t + 44 =
A=1ANB=2ANC=3.
Den fuldstendige lgsning til differentialligningen (xx) er derfor
r = cre tcost+ coe tsint + cste tcost 4 cyte tsint + 2t + 2 + 2t + 3,

hvor ¢, ¢, c3,¢c4 € R.
For ethvert s € R betragter vi den homogene, linesere differentiallig-
ning

(%% %) d4x+d3x+2 d2x+ d:zc+ 0
—— + ==+ 25— +s— +2=0.
dtt ~ dt3 dt? dt

Opstil Routh-Hurwitz matricen Ay4(s) for differentialligningen (x % ),
og bestem de s € R, hvor (x * %) er globalt asymptotisk stabil.

Lgsning. Vi ser, at

OO = =
—
_ o O O



De ledende hovedunderdeterminanter er Dy = 1, Dy = s, D3 = Dy =
s? — 1, og disse skal alle veere positive, hvis differentialligningen (x * *)
skal veere globalt asymptotisk stabil. Vi ser, at dette er opfyldt, nar og
kun nar s > 1.

Opgave 2. Vi betragter den funktion f : C\ {—i,i} — C, som er givet

ved forskriften .

2+1
(1) Udregn funktionsveerdierne f(1+ i) og f(24).

VzeC: f(z) =

Lgsning. Vi udregner, at
IL+7  144d  (I44)(1—-2i) 3 1.

S+ = (I+i2+1 1+2 (1+20)(1-2) 5 5"
og .
F(2i) = 313 = —?))i.

(2) Lgs ligningen f(z) = 1.

Lgsning. Vi far, at

|5

1
f)=1s :1<:z2—z+1:0<:)z:§j:

2241

(3) Los ligningen

Lgsning. Vi ser, at
Z z

f&=10% 7q=7

& 2742 =247 & 2Z2(Z-2) = Z—2.

Heraf fremgar det, at alle reelle tal er lgsninger, og ellers skal det geelde,
at 2z =1, sa |z| = 1.

Samlet far vi sa, at lgsningen bliver z € R vV z € T\ {—i,14}.

Vi betragter maengden

M ={z€ C|Rez > 0}.



(4) Vis, at meengden
A={z€C|0<Rez<1}

er afsluttet relativt til meengden M.

Lgsning. Vi ser, at
A=Mn{ze€C|0<Rez <1},

hvoraf pastanden aflaeses.
(5) Bestem det indre A og randen 9A af mesengden A relativt til M.

Lgsning. Vi finder, at
A°={2€C|0<Rez<1} og 9A={2€ C|Rez=1}.

(6) Afggr, om meengden A er kompakt relativt til M.

Lgsning. For ethvert n € N er maengden
1 1
Gn:{ZEC\<Rez<1+}
2n 2n

aben relativt til M, og vi ser, at
AC | G..
neN

Desuden ser vi, at denne abne overdaekning af meengden A ikke kan
udtyndes til en endelig aben overdsekning af A. Dette viser sa, at
meengden A ikke er kompakt relativt til M.

Opgave 3. Vi betragter korrespondancen F : R — R, som er givet ved
forskriften

[0, 1], for <0
VeeR: F(x) = [0,2], for 0<x<1.
[—1,5] U {7}, for z>1

Desuden betragter vi funktionen f : R? — R, der har forskriften

V(z,y) € R*: f(z,y) = 2* + y°x.



(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

Vis, at korrespondancen F' har afsluttet graf egenskaben.
Lgsning. Grafen for korrespondancen F er en afsluttet maengde i R2,

Vis, at korrespondancen F' ikke er nedad hemikontinuert.

Lgsning. Vi betragter fglgen (—%), som er konvergent med graen-

sevaerdi 0. Der findes ingen folge (i), hvor vy, € F(z) = [0, 1], og som
er konvergent med 2 € F'(0) som greenseveerdi.

Dette viser pastanden.
Vis, at korrespondancen F' er opad hemikontinuert.

Lagsning. Dette er klart, thi F' har afsluttet graf egenskaben, og F'(x) C
[—1,7] for ethvert x € R.

Bestem fikspunkterne for korrespondancen F'.
Lgsning. Maengden af alle fikspunkter er ® = [0,5] U {7}.

Bestem en forskrift for den maksimale veerdifunktion v, : R — R, som
er givet ved

Ve eR:v,(z) =max{f(z,y) |y € F(z)}.

Lgsning. Vi finder, at

x°, for x <O med y =0

0, for z = 0 med y € [0, 2]
22 +4x, for0<z<lmedy=2 "
22 4+49z, forz>1medy=7

vy () =

Bestem en forskrift for den tilhgrende maksimale vaerdikorrespondance
M,.

Lgsning. Vi ser, at

{0}, forz<O
[0,2], forz=0
{2}, forO0<z<1’
{7}, forxz>1

M,(x) =



Opgave 4. Vi betragter integralet

I(.a:):/(]l(—xQ—i-Q:U—uz)dt,

hvor & = f(t,x,u) = 2u, og hvor man desuden har, at 2(0) =1 og z(1) = 5.

(1)

Opstil Hamiltonfunktionen H = H(t,x,u,p) for dette optimale kon-
trolproblem, og vis, at det er et maksimumsproblem.

Lgsning. Vi opstiller Hamiltonfunktionen:
H=H(t,x,up) = —x*+2x — u® + 2pu,

idet & = f(t,z,u) = 2u.

Vi ser nu, at

OH

ox

hvoraf vi finder Hamiltonfunktionens Hessematrix

"o . -2 0
H —H(@“,U)—( 0 _2>.

OH

Vi ser, at denne matrix er negativ definit, og dermed er H = H(x, u)
en (endda strengt) konkav funktion. Dette viser, at der er tale om et
maksimumsproblem.

Bestem det optimale par (z*, u*) for dette optimale kontrolproblem.

Lgsning. Vi finder straks, at p = u, sa p = .

Da er
. 1. .
—2:1:+2:—u(:)—2x+2:—§x(:)x—4x:—4.

Vi ser, at en konstant lgsning er 2 = 1, og at det karakteristiske
polynomium for den tilhgrende homogene differentialligning er P(\) =
A2 — 4. Altsa er de karakteristiske rgdder A = £2. Da ser vi, at

v =Ae* + Be® +1, hvor A, B € R.

Da z(0) = 1, far vi, at B = —A, og da z(1) = 5, far vi ogsa, at

e?—e~



Sa er

og endvidere er



